Дифференциальные уравнения первого порядка

Уравнение
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связывающее между собой независимую переменную, искомую (неизвестную) функцию 
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 и ее производную 
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 называется дифференциальным уравнением первого порядка.

Если уравнение (1) можно записать в виде 
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, то говорят, что оно разрешимо относительно производной. Это уравнение иногда записывают в виде
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Решением (или интегралом) дифференциального уравнения первого порядка называется любая функция y=
[image: image7.wmf]j

(х), которая при подстановке в это уравнение обращает его в тождество. Процесс нахождения решений данного уравнения называется интегрированием этого уравнения.

Задача отыскания решения дифференциального уравнения первого порядка (1), удовлетворяющему заданному начальному условию 
[image: image8.wmf]0

)

0

(

y

x

y

=

, называется задачей Коши.

Общим решением уравнения (1) называется такая функция:

y=
[image: image9.wmf]j

(х, С),
(3)

где С – произвольная постоянная, что:

1) при любом конкретном значении С она является решением этого уравнения;

2) для любого допустимого начального условия 
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 найдется такое значение постоянной С=С0, что 
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(х0, С0)=y0.

Теорема (существования и единственности решения задачи Коши) Пусть в дифференциальном уравнении 
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 и ее частная производная 
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 непрерывны в некоторой области D плоскости Oxy. Тогда для любой точки М(х0, y0) 
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 существует и притом единственное решение y=y(x) этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию 
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Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными

Наиболее простым дифференциальным уравнением первого порядка является уравнение вида: 
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где P(x) зависит только от х, а Q(y) - от у.

Проинтегрировав почленно это уравнение, получаем:
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 - его общий интеграл.

Более общий случай описывают уравнения с разделяющимися переменными, которые имеют вид
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Уравнение (6) легко сводится к уравнению (5) путем почленного деления его на 
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 Получаем:
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 - общий интеграл.

Однородные дифференциальные уравнения

К уравнению с разделяющимися переменными приводятся однородные дифференциальные уравнения первого порядка.

Функция f (x; y) называется однородной функцией n-го порядка (измерения), если при умножении каждого ее аргумента на произвольный множитель 
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 вся функция умножится на 
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, то есть:
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Например, 
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 - однородная функция второго порядка, так как
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Дифференциальное уравнение
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называется однородным, если функция 
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 однородная функция нулевого порядка.

Дифференциальное однородное уравнение (7) можно записать в виде
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Если 
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 однородная функция нулевого порядка, то по определению 
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Однородное дифференциальное уравнение (8) преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными при помощи замены переменной (подстановки):
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Подставив 
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, то есть уравнение с разделяющимися переменными. Найдя его общее решение (общий интеграл), следует заменить в нем 
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. Получим общее решение (интеграл) исходного уравнения.

Линейные дифференциальные уравнения

Дифференциальное уравнение первого порядка называется линейным, если оно имеет вид:
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где 
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 - некоторые (непрерывные) функции переменной х, в частности постоянные.

В случае, когда 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf]-

неоднородным.
Общее решение дифференциального уравнения (10) будем искать в виде: 
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, то подставив в уравнение (10), получим:
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Сначала находят частное решение 
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, получим общее решение линейного дифференциального уравнения (10).
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