Лекция 1

комплексные числа

Комплексным числом z называется выражение вида z=x+iy, где x и y – любые действительные числа. Число х называется действительной частью комплексного числа и обозначается Re z, число y – мнимой частью комплексного числа и обозначается Imz, i – мнимая единица, удовлетворяющая условию i2 =-1.
Выражение z=x+iy называется алгебраической формой записи комплексного числа; знаки между составляющими числа – обычные знаки операций сложения и умножения, которые обладают теми же свойствами, что и в действительной области.

Из определения следует, что действительные числа можно рассматривать как частный случай комплексных, то есть при y=0 получаем z=x – действительное число. Число z=iy называется чисто мнимым.

Два комплексных числа z1=x1+iy1 и z2=x2+iy2 равны, если х1=x2 и y1=y2.

Комплексное число x–iy называется сопряженным комплексному числу x+iy и обозначается 
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. Свойство комплексно-сопряженных чисел: 
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Комплексное число z=x+iy изображается в плоскости XOY точкой М с координатами (х; у), либо вектором, начало которого находится в точке О(0; 0), а конец – в точке М(х; у). Плоскость XOY называется комплексной плоскостью. Ось ОХ называется действительной осью, ось OY – мнимой осью. Длина r вектора 
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 называется модулем числа и обозначается 
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, так что
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Угол φ, образованный вектором 
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с осью ОХ, называется аргументом комплексного числа z и обозначается φ=Arg z. Он определяется неоднозначно, а с точностью до слагаемого, кратного 2π:
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где argz есть главное значение Argz, определяемое условиями 
[image: image10.wmf]p

p

£

£

-

z

 

arg

, причем


[image: image11.wmf]ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

<

=

-

>

=

<

<

+

-

³

<

+

>

=

.

0

,

0

 

если

,

2

;

0

,

0

 

если

,

2

;

0

,

0

 

если

,

;

0

,

0

 

если

,

;

0

 

если

,

arg

y

x

y

x

y

x

x

y

arctg

y

x

x

y

arctg

x

x

y

arctg

z

p

p

p

p


Аргумент числа z=0 – величина неопределенная.

При решении примеров удобно пользоваться схемой:
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Имеют место следующие соотношения:
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Два комплексных числа z1 и z2 равны тогда и только тогда, когда их модули равны, а их аргументы отличаются на величину, кратную 2π:
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Действия над комплексными числами

Пусть z1=x1+iy1 и z2=x2 +iy2 – два комплексных числа. Сумма z1 + z2, разность z1 – z2, произведение 
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 и частное 
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 комплексных чисел z1 и z2 вычисляются по формулам:
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Сложение и умножение комплексных чисел коммутативно и ассоциативно, умножение дистрибутивно относительно сложения.

Действительная часть Rez и мнимая часть Imz комплексного числа z выражаются через сопряженные числа следующим образом:
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Формы записи комплексных чисел

В зависимости от решаемой задачи применяются различные формы записи комплексного числа.

Алгебраическая форма: z = x + iy.

Показательная форма: 
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 – одно из значений Arg z.

Функция 
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 обладает всеми свойствами показательной формы.

Тригонометрическая форма: 
[image: image32.wmf])
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, где r и φ имеют тот же смысл, что и в показательной форме.

Переход от показательной формы к тригонометрической и обратный осуществляется на основе формулы Эйлера:
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Два комплексных числа, записанные в тригонометрической форме, равны тогда и только тогда, когда равны их модули, а аргументы отличаются на 2πk (k є Z).

Произведением и частным двух отличных от нуля комплексных чисел 
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, записанных в тригонометрической форме, являются числа:
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n-ая степень комплексного числа 
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Корнем n-ой степени из комплексного числа z называется комплексное число w, удовлетворяющее уравнению:
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Все решения этого уравнения обозначаются 
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 и для числа z, записанного в тригонометрической форме 
[image: image42.wmf])

sin

(cos

j

j

i

r

z

+

=

, вычисляются по формуле:
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Точки, соответствующие значениям 
[image: image47.wmf]n

z

, являются вершинами правильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса 
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Пример 1. Найти 
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Решение.
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf].
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Пример 2. Дано число 
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. а) Представить z в тригонометрической и показательной формах. б) Вычислить 
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. в) Вычислить все корни
[image: image57.wmf]4

z

.

Решение.

а) Вычислим модуль и аргумент числа z.
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 Так как 
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 Следовательно, в тригонометрической форме число z имеет вид:
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а в показательной
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б) Воспользуемся представлением числа z в тригонометрической форме и вычислим по формуле Муавра
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в) Теперь вычислим
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Положим последовательно k=0, 1, 2, 3. Получим четыре корня:
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